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Resumen
En este artculo se desarrolla un modelo de plasticidad de supercie lmite para suelos cohesivos sin drenaje
dotado de un algoritmo capaz de manejar tanto carga dinamica multiaxial como la ausencia de rango elastico
Dicho algoritmo puede ser implementado en cualquier programa de elementos nitos En el desarrollo de la
formulacion continua se siguen los mismos pasos que en la plasticidad clasica Modelos monodimensionales
tradicionales como el exponencial hiperbolico de Davidenkov o el de RambergOsgood pueden ser poyectados
en el dominio de tensiones desviadoras y extendidos sitematicamente a las tres dimensiones espaciales En
particular el modelo exponencial se ha relevado apropiado para suelos cohesivos y ha sido utilizado en este
trabajo Los parametros internos del mismo se obtienen directamente de las curvas tpicas de reduccion
del modulo a cortante de perles de velocidades de ondas a cortante yo de ensayos de penetracion Para
analizar el comportamiento del modelo se le expone tanto a cargas monoaxiales como a multiaxiales y tanto
a cargas cuasiestaticas como a ssmicas Ademas el modelo desarrollado es especialmente util en interaccion
sueloestructura tridimensional e incluso requiere menos parametros que modelos lineales monodimensionales
equivalentes usados habitualmente en ingeniera geotecnica
PLASTICITY MODEL FOR CLAYS UNDER MULTIAXIAL NONPROPORTIONAL LOADING
Summary
An associative bounding surface plasticity model for undrained clays and an algorithm capable of handling
both multiaxial dynamic loading and the absence of elastic range is developed The algorithm is suitable of
being implemented in any nite elements code When developing the continuum theory the classical plasticity
steps are followed Traditional monodimensional models such as the hyperbolic exponential Davidenkov and
RambergOsgood can be mapped in the deviatoric domain casted in the overall layout and extended to the
D reality in a systematic way Specically the exponential model has been shown appropriate for cohesive
soils and therefore it is used in this study The internal parameters of the mapping of the exponential model
are easily obtained from the traditional shear moduli reduction curves shear wave velocity proles andor
SPT blowcounts The behavior of the model is investigated in both monotonic and dynamic loading and in
both monodimensional and in threedimensional loading The model is specially useful in D soilstructure
interaction and requires less parameters than the equivalent linear models commonly used in geotechnical
earthquake engineering
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Palabras clave
Plasticidad ingeniera ssmica y geotecnica comportamiento de suelos
INTRODUCCI

ON
El comportamiento de suelos es altamente nolineal incluso para pequenas solicitaciones


Esta nolinealidad ha sido tradicionalmente abordada de diferentes formas La forma
mas conocida y mas usada es llevar a cabo los analisis mediante metodos lineales equi
valentes que proratean de algun modo las propiedades del suelo sometido a diferentes
niveles de deformacion a partir de curvas experimentales

 En ingeniera ssmica donde
el suelo puede analizarse como no drenado el programa SHAKE

es el abanderado del
metodo extendido a tres dimensiones en programas tales como HASSI o FLUSH

 Otro
metodo de analizar tales comportamientos es a traves de modelos nolineales monodimen
sionales que aceptan comportamiento cclico Entre este tipo de modelos estan los de
MartinDavidenkov HardingDrnevichCundallPyke HDCP exponencial o hiperbolico
RambergOsgood etc implementados en diferentes programas
	

 Ambos metodos por
experiencia proporcionan habitualmente soluciones ingenierilmente aceptables para gran
parte de problemas

 pero carecen de la posibilidad de analisis nolineal multiaxial acoplado
donde las propiedades del suelo dependen de la deformacion en cada instante y de su his
toria reciente Este tipo de analisis es importante en ingeniera ssmica y en el estudio
de transmision de vibraciones en zapatas En particular el primer metodo implica el uso
durante todo el analisis de ciertas propiedades constantes prorateadas a partir de maximas
deformaciones esperables a traves de un proceso iterativo Realmente las propiedades son
variables en cada instante y tal prorateo implica esteblecer el porcentaje equivalente entre
deformacion maxima y 	efectiva
 ademas de la presuncion de que tal deformacion pro
porcionara valores adecuados a ser utilizados durante todo el analisis El segundo metodo
implica que existe total independencia de las propiedades del suelo en diferentes direcciones
esto es que la deformacion en una direccion no afecta a las otras direcciones
Finalmente la tercera opcion es el uso de modelos de plasticidad multiaxiales normal
mente tomados de la plasticidad de metales Tales modelos son por ejemplo modelos de Von
Mises

 modelos de supercies multiples

o modelos basados en la idea de supercie
lmite

 Los modelos de plasticidad simples como el de Von Mises no son capaces de pre
decir el comportamiento del suelo por su simplicidad Los modelos basados en supercies
multiples requieron gran capacidad de almacenamiento debido a la cantidad de super
cies a utilizar si se quiere representar adecuadamente el comportamiento as como muchas
comprobaciones

debido a la necesidad de seguir la posicion de las diferentes super
cies Ademas carecen del efecto Masing
	
observado en los suelos Por contra los modelos
basados en la idea de supercie lmite requieren unicamente dos supercies y pueden repre
sentar adecuadamente el efecto Masing Desafortunadamente requieren parametros internos
difciles de obtener yo no han sido satisfactoriamente probados en analisis ssmicos tridi
mensionales yo requieren demasiadas variables historicas o no permiten la falta de rango
elastico


 Las condiciones de carga ssmica triaxial y deformaciones plasticas desde el
primer instante de carga son especialmente complicadas de manejar por lo que el algoritmo
ha de ser robusto
El procedimiento aqu desarrollado esta basado en la idea de proyectar los modelos
monodimensionales de suelos en el espacio de tensiones desviatorias admisible

ex
tendiendolos al espacio multiaxial de tensiones desviatorias La idea central es el uso de
una supercie de contorno que limita la parte admisible de dicho espacio y el uso de un
parametro auxiliar para proyectar en el los modelos a traves de la funcion de endureci
miento As se adquiere no unicamente la ventaja de usar modelos ampliamente conocidos
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por la comunidad geotecnica sino tambien la posibilidad de analisis nolineales multiaxiales
acoplados
Borja y Amies

desarrollaron su modelo tridimensional bajo la hipotesis de una region
elastica permanentemente nula o puntual

y llevaron a cabo la formulacion acorde con
dicha hipotesis En este trabajo se desarrollara un modelo con una supercie de u
encia consistente con la proyeccion de funcion de endurecimiento La region elastica se
desvanecera unicamente cuando ocurra una descarga para recuperar las propiedades ini
ciales Se mostrara ademas que en la formulacion continua la condicion de descarga impli
cada por un incremento del modulo de endurecimiento es exactamente equivalente a la que
se deriva de la supercie de uencia pero esto no es cierto en la formulacion discreta El
modelo se diferencia numericamente del desarrollado por Borja y Amies

fundamentalmente
en la regla de uencia y en la estabilidad ante carga dinamica Como pago por la mejora
en lugar de resolver una ecuacion no lineal escalar se tendra que resolver una tensorial
TEOR

IA
Siguiendo la idea de Borja y Amies

 consideramos un dominio admisible en el hiperespa
cio de tensiones desviatorias limitado por la denominada supercie lmite o frontera boun
ding surface Por conveniencia dado que el modelo es de caracter desviador se denominara


al tensor de tensiones completo I al tensor identidad de cuarto orden  al de segundo
orden P  I


   al tensor de proyeccion en el hiperplano desviador y   P

al
tensor desviador de tensiones La operacion  es el producto diadico de tensores de segundo
orden en tensores de cuarto orden y los dos puntos  denotan bien el producto escalar de
dos tensores de segundo orden o bien el producto de uno de cuarto orden y uno de segundo
en otro de segundo aplicacion tensorial
Puesto que consideraremos que el material es inicialmente isotropo solo la historia
reciente es considerada la supercie lmite tiene que ser al menos inicialmente una
hiperesfera en dicho espacio un hipercilindro en el hiperespacio completo de tensiones
y centrada en el origen o estado tensional hidrostatico La proyeccion de dicha supercie
en el plano desviador de tensiones principales comunmente denominado plano  es una
circunferencia inicialmente centrada en el origen desviador Durante el proceso de carga y
descarga se trabajara bajo la hipotesis de que la supercie mantiene su forma por razones
obvias de sencillez No obstante durante el desarrollo de la formulacion se le permitira el
traslado para poder as representar endurecimientos puramente cinematicos


Se adoptara tambien la hipotesis de que el material recupera las propiedades elasticas
cuando se produce una descarga En el lmite de tensiones admisibles supercie lmite
el material presenta endurecimiento puramente cinematico o nulo En el primer caso la
supercie lmite se traslada y el valor del endurecimiento sera el nmo de la funcion de
endurecimiento En el segundo la supercie estara ja La Figura  muestra un esquema
de como sera la funcion de endurecimiento en el plano  En dicha gura se representan el
tensor de tensiones 


y el punto que representa el tensor de tensiones 


cuando se produjo
la ultima descarga Se dene el tensor imagen en la supercie lmite a

    k  


 
donde k es un parametro tal que

 reside en la supercie lmite Este parametro permite la
proyeccion de la funcion de endurecimiento en el dominio de tensiones
Borja y Amies mostraron como diversos modelos de comportamiento monodimensionales
tales como la funcion exponencial la hiperbolica o el modelo de Davidenkov entre otros
pueden ser expresados en funcion del parametro k Por ejemplo escogiendo una funcion de
endurecimiento de la forma 
a
 H


a
 donde 
a

q


kk y 
a

q


kk son las tensiones
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Figura  Proyeccion del modulo de endurecimiento en el plano  de tensiones principales
uniaxiales desviadoras en incompresibilidad la funcion exponencial puede ser expresada de
la forma
H

 h

k
m

donde h

y m son constantes dependientes del material y que seran determinadas mas
adelante Como ejemplo de una funcion exponencial con un nmo no nulo
H

 h

k
m


H

k 
donde

H

puede ser una funcion cualquiera por ejemplo

H

k  H



 una funcion de
endurecimiento constante que representa el endurecimiento cinematico cuando las tensiones
alcanzan la supercie lmite
La funcion de endurecimiento dentro de la supercie lmite dominio admisible es
unicamente funcion del parametro k por lo que los contornos de endurecimiento constante
son a su vez contornos de k constante La forma de dichos contornos puede ser directamente
obtenida del hecho de que por denicion imagen reside en la supercie lmite


   

    R


donde  es el centro de dicha supercie y R es su radio De la denicion de

 ecuacion 
  k  


     k  


   R


Deniendo el parametro p    k e insertandolo en la ecuacion previa escalada
por p

  


 p  


   


 p  


  pR


Por lo tanto las supercies de endurecimiento constante dentro de la supercie lmite
son circunferencias de radio
r  pR 
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y centro
  


 p  


 
Mientras  se 	aleja
 de 


tensor de tensiones en la ultima descarga el centro del
contorno de k constante se mueve hacia  y el radio se incrementa hacia R Notese que
k   p    r   R El parametro p es el radio normalizado rR de dicho
contorno Figura 
Figura  Geometra del modelo
Basandonos en este esquema se puede argumentar la forma de la supercie lmite de dife
rentes formas Supongase que la supercie lmite fuese una supercie extrana que pasase por
 en el dominio de tensiones admisible Cualquiera que fuese su forma cruzara contornos
de endurecimiento constante a menos que coincidiese con ellos El hecho experimental de
que el endurecimiento decrece unicamente con deformaciones plasticas fuerza la eleccion del
contorno de constante k como supercie de uencia Si se hubiese escogido un punto
como dicha supercie se podra producir cuanta deformacion plastica se deseara sin reducir
el modulo de endurecimiento simplemente evolucionado sobre los contornos de k constante
La supercie de uencia no puede ser por lo tanto y acorde con la experiencia un punto
Otra forma de rezonarlo es a partir del concepto de supercie de uencia la uencia es
el conjunto de estados admisibles de tensiones a los que se puede evolucionar a traves
de carga neutra sin plasticacion ni descarga Puesto que carga neutra implica que el
endurecimiento ha de permanecer invariable los contornos de k constante y la supercie de
uencia coinciden
Cuando el material descarga se pretende que este recupere las propiedades elasticas
tal y como se obtiene experimentalmente Entonces el modulo de endurecimiento vuelve
a ser innito y como este es funcion monotona de k implica de que k debe ser innito
Esto unicamente ocurre cuando 


y  coinciden Puesto que experimentalmente no se han
observado cambios bruscos en el tensor de tensiones cuando el material descarga sino mas
bien una evolucion continua forzosamente se ha de obligar 


  en el instante en que la
descarga ocurre En dicho instante la supercie de uencia se convierte en un punto y tanto
k como H

retoman el 	valor
 innito Posteriormente el material evoluciona en el proceso
de carga y se endurece tanto cinematica como isotropicamente de una forma combinada
implicada por el modelo y la funcion de endurecimiento
Con este marco se desarrollan a continuacion las formulaciones continua y discreta
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Formulacion continua
La formulacion general del modelo sigue los pasos usuales de la plasticidad clasica
con retorno radial

para pequenas deformaciones Las 	velocidades
 de deformacion son
divididas en una parte elastica y una plastica

 


e



p

Denotando por f         r

a la funcion de uencia y por  al parametro
de consistencia


p
 
	f	
k	f	k
 

n

es la regla asociativa y

n    k  k es la normal a la supercie lmite en 
El parametro de consistencia es obtenido de la condicion de consistencia

f   como es
habitual

f     

 

 r r   
y las derivadas 	temporales


 r y p de sus propias deniciones

  p  


 




 p

 




 
r  pR 
p  p


k 
La derivada del tensor de tensiones es obtenida de la ecuacion constitutiva de la parte
elastica Denominando C al tensor elastico de cuarto orden

  C 

 


p
 
El parametro

k se obtiene de su equivalente plastica de la forma siguiente

k 
	k
	

	


	


p



p

 




j
	k
	




j

nH

n
 sH 
donde se ha denotado al tensor de endurecimiento por H  	

	

  H

n

n redeniendo
H 


H

por conveniencia y utilizando el hecho de que
	k	
k	k	k


n
como se muestra en el apendice y puede ser deducido facilmente de la naturaleza del modelo
Por lo tanto de dicha ecuacion se observa como H

retiene de forma natural

k que
esta a su vez relacionado con la velocidad de deformacion plastica a traves de la cantidad
redenida como s  k	k	k Esta cantidad realiza la proyeccion de H

en el dominio de
tensiones La expresion del tensor 	k	 esta calculada en el apendice
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La unica cantidad en la ecuacion de consistencia que permanece desconocida es la
derivada del centro de la supercie lmite en el caso de que a esta se le permita trasladarse
El movimiento de dicha supercie puede ser calculado del hecho de que cuando el tensor
de tensiones resida en ella para el lmite k    

 en la dicha supercie la unica
velocidad de deformacion sera aquella procedente del movimiento de la supercie lmite en

 cabe decir

 






H


p

Se ha utilizado el hecho de que los contornos de k constante no se pueden cruzar y por
lo tanto

 





Sustituyendo todas estas ecuaciones en la de consistencia y tras algunas operaciones
algebraicas se obtiene el parametro de consistencia
 

nC

nC

n

H  p

sHR

n 


 


 
El tensor elastoplastico tangente se obtiene inmediatamente sustituyendo este valor en
la ecuacion constitutiva de la parte elastica
Algoritmo numerico
Especialmente importante en el modelo son las capacidades de manejo de la ausencia de
rango elastico y de cargas dinamicas aleatorias ssmicas multiaxiales Lo primero puede
producir errores de redondeo signicativos que afectan seriamente al comportamiento y
la estabilidad del algoritmo en descargas y pequenas cargas puesto que la supercie de
uencia puede ser puntual o pequena Lo segundo provoca que la tension trial stress resida
ocasionalmente cerca o sobre la tangente a la supercie lmite Entonces debe asegurarse la
continuidad de las deformaciones en ese lmite lo que se consigue anulando las deformaciones
plasticas a medida que dicho tensor se aproxime a la tangente En caso de no hacerse de
este modo existira una discontinuidad que puede provocar la no convergencia del problema
durante la busqueda de solucion Esto se solventa si se escoge la regla asociativa opcion
adoptada en este trabajo o cualquier otra con potencial denido de tal forma que se cumpla
la condicion anterior
Para desarrollar el algoritmo numerico de busqueda de solucion para cada punto de
integracion en el programa de elementos nitos en el que se instale se asumiran conocidas
todas las variables en el instante de 	tiempo
 n y se calcularan las del instante de tiempo
n   Los subndices n y n   en las variables indican el instante al que se reeren
Se asumira tambien conocido el tensor incremento de deformaciones desviadoras   entre
dichos instantes El algoritmo es el siguiente
 Conocidos 


 


n
y 
n
y partiendo de la expresion para el parametro k del apendice
calcular
k
n
 
n

n


t



t


s

n

n




t



t


R

 n


n



donde
n

 k
n
 
n
k

t



n
n

 
n
n

 k
n
 


n
k

t



n
n

 


n
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En el caso de que   


 hacer   


 
RC kC k ver apendice donde
k
n
 
 es un numero grande que depende de la maquina y de la precision escogidas
Las dos soluciones para k
n
se corresponden con los dos posibles valores que surgen de la
denicion de k esto es aquellos que proporcionan las dos posibles tensiones imagen

 en la
supercie lmite El valor positivo es el valido
Esta forma de calcular k
n
evita errores de redondeo cuando el radio de la supercie de
uencia es casi nulo En efecto si 


  p
n
  entonces n

  y k
n
 


  



lo que es muy importante para la estabilidad del algoritmo Por lo tanto las ecuaciones
deben calcularse de la forma mostrada o de una forma equivalente en el sentido de que deben
proporcionar valores consistentes incluso cuando el radio de la supercie lmite tienda a cero
y el endurecimiento a innito o cuando el paso de carga sea muy pequeno
 Comprobar si el material descarga Deniendo 
tr
n
  C  si 
tr
n


n
n
  entonces
hacer 


n
 
n
y proceder de nuevo al paso 
Notese que ni  k ni la funcion de uencia evaluada para la tension de prueba 
tr
n
pueden usarse para esta tarea ya que es posible que 
tr
n


n
n
  y tanto  k   como
f
tr
n
  
tr
n
 
n
 
tr
n
 
n
 p
n
R

  Esto puede suceder ya que r
n
 p
n
R puede
ser muy pequeno Figura  Durante el periodo iterativo de busqueda de solucion puede
ocurrir que la tension de prueba resida fuera de la supercie de uencia pero 
tr
n
 
n

corte dicha supercie Esto conduce a ignorar un proceso de descarga o en el caso de
que alternativamente resida dentro y fuera durante el proceso de busqueda de equilibrio
global a la imposibilidad de llegar a una solucion convergente Por lo tanto la condicion de
normalidad debe ser la utilizada ya que aunque en la formulacion continua es equivalente
a las otras dos esto no es cierto en la discreta
Figura  Inconsistencia de 	k y fn
 
tr
en el analisis de la condicion de descarga
 Calcular
p
n


  k
n


n
 


n
 p
n

n
 


n
 

n
n


n

n

k
n

n
j

 Calcular H
n
k
n
 y

H
n
de forma conjunta como
!
H
n
 

H
n
 R

n
n
 


n
 
n
p

n
s
n
H
n

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donde debido a que puede ocurrir que p
n
  se usan las siguientes expresiones consistentes
s
n


p
n
n



t



n 

p
n
k
n
n



t



n
n

n



t



t

  k
n
n



H
n
 H
n
p
n
 para funcion exp H
n
 hk
m
n


H
n



h

k
m
n



H

n

El endurecimiento H
n
debe ser calculado tambien consistentemente en caso de que los
errores de redondeo para p
n
  fuesen importantes
En el caso de carga monodimensional se puede demostrar que R

n
n
 


n

n
p

n
s
n
 
 Calcular 
tr
n
 C

n
  donde se puede usar C

n
 C tensor elastico de cuarto orden
o C

n
 C
ep
n
tensor elastoplastico tangente donde
C
ep
n
 C
ep
n


n
n
C
ep
n


n
n
C
ep
n

n
n
C
ep
n


n
n

!
H
n

La eleccion no afecta a la solucion unicamente a la velocidad de convergencia
 Iteracion i sobre p
i
n
 donde p
n
 p
i
n
 p
tr
n
 para el calculo de las variables en el
instante n  Para un valor de prueba p
i
n

 Calcular el parametro de consistencia 
i
n
a partir de la ecuacion de consistencia
escogiendo el mnimo de el otro valor se corresponde con el retorno a la parte opuesta
de la supercie de uencia

i
n

b
a

s

b
a



c
a

donde
a  

H
i
n


 n


 

H
i
n
n



t

 n
i
n

b  f

H
i
n




t

 n
i
n
  n



t



t

gn

c  n


 p
i
n
R

n

 kC

n
 n
i
n
k

t



n

C

n
 n
i
n

n

 k
tr
n
 
i
nn
k

t



n


tr
n

i
nn


i
nn
 


n
 p
i
n

n
 


n


n
i
n


tr
n
 
i
nn
k
tr
n
 
i
nn
k


t

 Calcular el parametro de consistencia 
i
n
a partir de la ecuacion constitutiva

i
n

Z
p
i
n
p
n

p

sH
dp 
	 FJ Mont	ans Leal y RI Borja
donde tanto H como m son funciones de p Por ejemplo usando por simplicidad y bondad
la regla del punto medio en p para evaluar la integral
p


p
i
n
 p
n



i
n

p
i
n
 p
n

d


donde
d

 p
n
H

n

n



t



n

  p

 

t



n


n



t



t

  p

 n



n



tr
n
 

k
tr
n
 

k



 


n
 p


n
 


n
 
n

 k

 

k

t



n






n

 k

 

k

t



n



 




 
tr
n
 

n

n




 
n
 

n

H


n



H



H

 
y 

n
se obtiene de la ecuacion de consistencia para los valores 


Calcular el error de la iteracion i como
error
i
  
i
n
 
i
n

Si jp
i
n
 p
i
n
jp
i
n
es menor que cierta tolerancia relativa determinada por el usuario
sobre p    o el valor absoluto de error
i
es menor que cierta tolerancia absoluta
determinada por el usuario sobre 
n
 salir del proceso iterativo en p
i
n
y actualizar los
valoressolucion de tensiones En caso contrario realizar la busqueda de un nuevo valor para
p
i
n
 Cualquiera de los algoritmos de busqueda disponibles es valido El que se ha usado
en este tabajo es el de Brent


El algoritmo es estable e incondicionalmente convergente
Una vez que se ha obtenido el tensor desviador 
n
 se le anade la parte hidrostatica
para calcular el tensor completo


n
 
n
Ktr  
donde K denota el modulo de compresion hidrostatico y tr la traza del tensor
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DETERMINACI

ON DE LOS PAR

AMETROS INTERNOS
En este trabajo se ha empleado la funcion exponencial con supercie lmite no traslacional
como modulo de endurecimiento debido a su idoneidad

para el tipo de suelos a analizar
Una descripcion detallada del signicado y la inuencia de los parametros h y m del modelo
en el comportamiento del mismo ha sido realizado anteriormente en otros estudios

 No
obstante aqu se inferiran dichos parametros directamente de las curvas de degradacion del
modulo de rigidez a cortante en funcion de la deformacion 
s
  G
s
G
max
 comunmente
usadas en ingeniera gotecnica y requeridas por el conocido programa de analisis lineal
equivalente SHAKE El modulo inicial G
max
puede ser obtenido a partir de los perles de
velocidades de propagacion de ondas a cortante El radio R de la supercie lmite puede ser
estimado a partir de ensayos de penetracion

o en ausencia de los mismos a partir de las
mismas curvas de degradacion del modulo de rigidez a cortante Este ultimo procedimiento
sera el usado en este trabajo
Conocido el valor de  para una deformacion grande 
s
 el radio de la supercie lmite
tendra que ser superior a
!
R 
p

s
G
max

y por lo tanto el radio R puede ser estimado aproximadamente a partir de tal valor
!
R La
exactitud de la estimacion carece completamente de importancia si se sigue el procedimiento
a continuacion senalado en la determinacion de los parametros h y m Para valores incluso
dos ordenes de magnitud mayores en R los parametros h y m equilibraran la diferencia
para el rango de deformaciones de interes Ademas es necesario resaltar que si se desease
reproducir mejor la curva de reduccion del modulo a cortante bastara con incluir mas puntos
en el sistema y escoger una funcion tipo
H 
N
X
i
h
i
k
m
i
donde N es el numero par de puntos
Para calcular dichos parametros de la funcion de endurecimiento se asumiran conocidos
dos puntos signicativos de la curva de reduccion del modulo a cortante y se denotaran por

s
 

 y 
s
 

 Por ejemplo dos puntos representativos pueden ser 
s
     

s
      Aunque cualquier otro punto sera en principio valido si este es distinto
de    y de    los puntos cercanos a los mencionados presentaran menor sensibilidad y
equilibraran los errores para distintos valores de deformacion respecto a la curva que se quiere
reproducir Para cada uno de los puntos prescritos la tension cclica bajo comportamiento
a cortante puro monodimensional sera   G
max

s
y la ecuacion constitutiva tras ciertas
manipulaciones se convierte en

s


G
max


h
Z



  
R
p
 

m
d 
Por lo tanto resolviendo el sistema de dos ecuaciones nolineales se obtienen los valores
de h y m En este estudio se ha utilizado un algoritmo de Powel hbrido modicado

para
resolver el sistema En este punto cabe decir que puesto que al realizar experimentos se
comienza desde el estado virgen de tensiones los ciclos no variaran desde  hasta   por lo
que incluso tras gran cantidad de ciclos existira un desplazamiento del centro de los mismos
y una cierta asimetra respecto a dicho punto Calculando pues los parametros h ym a partir
del estado virgen tras haber producido varios ciclos de deformacion se obtendran valores
ligeramente diferentes aprox  " posiblemente mas cercanos a la realidad experimental
	 FJ Mont	ans Leal y RI Borja
y mas alejados de hipotesis teorica Este ultimo procedimiento es el que se ha seguido en
este estudio
Por otro lado una estimacion diferente del radio R producira distintos valores de m y
principalmente de h de tal forma que la curva de reduccion del modulo a cortante 
s
sigue
pasando por los puntos estipulados Si dichos puntos son representativos y la estimacion de
R esta al menos dentro del orden de magnitud la curva sera aproximadamente la misma
para el rango de deformaciones de interes
Finalmente es importante observar que este modelo requiere menos parametros que los
modelos lineales equivalentes tipo SHAKE en contraposicion con la creencia general en la
comunidad geotecnica de que los modelos de comportamiento plastico para suelos requieren
mas parametros

 En efecto tomando por ejemplo el programa SHAKE este requiere no
solo la curva de degradacion del modulo a cortante sino tambien la de amortiguamiento en
funcion de la deformacion y un parametro adicional determinado a partir de la magnitud
del terremoto que traduce deformaciones maximas en deformaciones 	efectivas
 con las
que calcular las propiedades equivalentes En este nuevo procedimiento las curvas de
amortiguamiento son inherentes al modelo escogido exponencial y no se requiere ningun
conocimiento de la magnitud del acelorograma a imponer puesto que el comportamiento es
realmente nolineal
EJEMPLOS
A continuacion a modo de vericacion del modelo y para mostrar sus caractersticas se
incluyen ejemplos bajo cargas unidireccional bidireccional y tridireccional cuasiestaticas y
bajo carga ssmica bidireccional
Carga unidireccional
La Figura  muestra los lmites de las curvas de reduccion del modulo G para suelos
arenosos obtenidas experimentalmente por Seed e Idriss

en  Ambas curvas delimitan
el rango de curvas tpico para dichos suelos Se han usado estas curvas para comporbar
el modelo forzando los valores 

y 

para las deformaciones angulares ingenieriles

s
   " y 
s
   " Una estimacion
!
R del radio R de la supercie lmite se
obtuvo de una deformacion 
s


 que proporciona un valor bajo de modulo a cortante


   La estimacion usada es
!
R  
s


G
max
Notese que R ha de ser forzosamente mayor que
p

s


G
max
 Para vericar la inuencia
de una posible estimacion pobre en las curvas 
s
 se han realizado las curvas que se
obtendran para valores de R   
!
R R  
!
R y R  
!
R

Unicamente a deformaciones
muy grandes la inuencia ha sido signicativa y para los valores de deformacion usuales
representados en la gura las diferencias eran menores del  " por lo que se omiten dichas
curvas En dichas curvas tambien se observa como puntos  
s
 mas signicativos dan
una mejor reproduccion de la curva La Figura  muestra un ejemplo de los ciclos tension
deformacion resultantes en cortante unidimensional para la curva inferior de la Figura  Los
parametros para la misma son R   kPa G
max
  MPa h    kPa ym    El
estudio detallado desarrollado por Borja y Amies

es aplicable al modelo ya que en carga
unidireccional monotonica cuasiestatica ambos modelos coinciden con el modelo exponencial
monodimensional que se pretende extender a tres dimensiones
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Figura  Comparacion de las curvas de reduccion del modulo a cortante obtenidas por Seed
e Idriss en  con las obtenidas por el modelo exponencial tras haber prescrito
los valores para          
Figura  Ejemplo de ciclo tensiondeformacion para 
max
 
Carga multiaxial cuasiestatica
En la Figura  se muestran tres funciones senoidales de pulsacion   y  que han sido
aplicadas a modo de deformaciones angulares unitarias en las tres direcciones ortogonales
que se denominaron xy xz e yz respectivamente Se ha usado el rango inferior para suelos
arenosos del apartado anterior y sus respectivos parametros y se ha aplicado la carga en un
total de  pasos
Cuando se aplica la solicitacion en una sola direccion por ejemplo la xy el modelo es
monodireccional Los procesos de descarga aparecen unicamente en los extremos maximos
y mnimos de la excitacion En esos instantes el modulo de endurecimiento es innito
y comienza a evolucionar reduciendose El modelo se comporta en este caso como el de
	 FJ Mont	ans Leal y RI Borja
Dafalias y Popov

 Las tensiones cortantes xy son mostradas en la Figura  en funcion del
paso de carga
Figura  Deformaciones angulares unitarias impuestas en las direcciones xy xz e yz
Figura  Tensiones cortantes xy resultantes tras imponer unicamente las deformaciones
angulares xy
Si la carga es aplicada simultaneamente en las direcciones xy y xz el comportamiento
en la direccion xy cambia como consecuencia del acoplamiento La Figura  muestra la
evolucion de la tension cortante correspondiente tras el acoplamiento con la direccion xz
Para este caso de carga biaxial es conveniente la representacion en el plano x tanto de
tensiones como de deformaciones La Figura a muestra la trayectoria de las deformaciones
impuestas una curva de Lissajous y la Figura b muestra la trayectoria de las tensiones
resultantes donde por comodidad visual se ha dibujado un crculo de radio Rd menor que
el radio real R de la supercie lmite
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Figura 	 Efecto del acoplamiento nolineal de las diferentes direcciones en las tensiones
cortantes xy
Figura 
 Trayectorias de deformaciones a y de tensiones b en el plano x al aplicar las
cargas en las direcciones xy y xz Rd es el radio del crculo dibujado R el radio
de la supercie lmite
Si se aplica la carga en la direccion yz se produce un acoplamiento multiple resultando
por ejemplo la evolucion de tensiones en la direccion xy tambien mostrada en la Figura  En
el caso de analisis tridimensional es conveniente la representacion en el plano de proyeccion
isometrica de tensiones o deformaciones principales plano  La Figura a muestra las
trayectorias de deformaciones en dicho plano y la b las de tensiones De la comparacion de
ambas trayectorias tambien se deduce la inuencia del acoplamiento plastico en la evolucion
de las tensiones Si el comportamiento fuese lineal la forma de ambas curvas coincidira ya
que unicamente las diferenciara el escalado por el modulo de elasticidad En este caso la
forma es distinta debido a la plasticacion y al acoplamiento
	 FJ Mont	ans Leal y RI Borja
Figura  Trayectorias de deformaciones a y de tensiones b en el plano  al aplicar las
cargas en las tres direcciones Rd es el radio del crculo dibujado R el radio de
la supercie lmite
Carga dinamica multiaxial
Como ejemplo de carga dinamica multiaxial se considera una carga ssmica en dos
direcciones NS nortesur y EW esteoeste en forma de acelerogramas mostrados en
las Figuras a y b Estas excitaciones han sido recogidas en el emplazamiento LSST
Large Scale Seismic Test en Lotung Taiwan En dicho emplazamiento que es zona
ssmicamente activa el EPRI Electric Power Research Institute construyo dos reactores
nucleares a escala e instrumentalizo la zona para poder registrar el comportamiento del suelo
con y sin interaccion terrenoestructura
	
 El programa de ensayos all llevado a cabo
es ampliamente conocido por la comunidad geotecnica El  de mayo de  LSST
se recogieron entre otros los acelerogramas de dichas guras a  metros de profundidad
en la localizacion de acelerometros denominada DHB Las propiedades del suelo han sido
analizadas por diversos grupos de investigacion a traves de diferentes metodos obteniendo
diferentes curvas de reduccion del modulo a cortante dependientes o no de la profundidad
En este estudio tomando como base las de Anderson

 se prescribieron los valores de

s
   "    y 
s
   "    para el suelo hasta los  metros de
profundidad que se toman para este ejemplo
El algoritmo numerico para determinar las tensiones en cada punto de integracion ex
puesto hasta ahora ha sido implementado en el programa de elementos nitos SPECTRAII
Dicho programa es una modicacion de SPECTRA que contiene elementos tipo 	stick



elementos tridimensionales de  nudos a los cuales se les han eliminado las funciones de forma
que no son dependientes unicamente de la coordenada vertical del elemento Estos ele
mentos presentan comportamiento a cortante tipo vigaTimoshenko pero sin la componente
de exion y por lo tanto son capaces de predecir el comportamiento de estratos paralelos
de dimensiones horizontales innitas sometidos a excitaciones cortantes o de compresion
propagandose segun el eje los mismos
Para modelar los  m de terreno de este analisis se han usado dichos elementos con
longitudes de  m totalizando  elementos La integracion usada es gaussiana de  puntos
y puede demostrarse que no se produce bloqueo


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Figura  Acelerogramas recogidos en Lotung Taiwan durante el terremoto del  de
mayo de  LSST a  metros de profundidad Brazo FA punto DHB
Los modulos de cortante iniciales G
max
para cada elemento han sido determinados a
partir de perles de velociades de ondas S


y se muestran en la Figura  El peso especco
medido en la zona es aproximadamente de  kNm


El algoritmo de integracion en el tiempo es el HHT

con     el paso de tiempo
empleado es de  t    s y el intervalo de muestreo de los acelerogramas en campo de
 s
Tras imponer las aceleraciones registradas a  m de profundidad en las Figuras a y
b se comparan las predicciones en la supercie analisis acoplado con los registros del
lugar entre  y  s la parte mas signicativa La correlacion de resultados es buena
tanto para bajas como para altas excitaciones La peor prediccion para los instantes de 
	 FJ Mont	ans Leal y RI Borja
a  s puede ser entre otras causas debida al incremento de presion efectiva observado en
Lotung durante dicho terremoto por lo que sera conveniente incluir este grado de libertad
en el modelo para obtener resultados aun mejores A modo de ejemplo en la Figura a se
muestran las trayectorias de deformaciones angulares unitarias a  m y en la b las de
tensiones
Un analisis mas detallado del comportamiento del emplazamiento para los  m de los
que se disponen acelerogramas esta siendo realizado actualmente por los autores
Figura  Perl de modulos a cortante iniciales utilizado
Figura a Continuacion
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Figura b Comparacion de la prediccion obtenida con los acelerogramas registrados en
campo Ampliacion de la zona entre  y  segundos
Figura  Trayectorias de deformaciones angulares unitarias a y de tensiones cortantes b a
 m de profundidad
CONCLUSI

ON
En este artculo se ha desarrollado un modelo de plasticidad tridimensional de dos super
cies para suelos cohesivos con ausencia de rango elastico el cual permite la utilizacion de
modelos monodimensionales ampliamente conocidos por la comunidad geotecnica en analisis
tridimensionales con las direcciones acopladas Ademas si se usa el modelo exponencial de
endurecimiento los parametros del mismo pueden ser determinados automaticamente de las
tradicionales curvas de reduccion del modulo a cortante en funcion de la deformacion y por
lo tanto los datos requeridos son menores que en modelos lineales equivalentes
Se ha mostrado asimismo un algoritmo computacional para el modelo que evita las
inestabilidades numericas que pueden surgir por la ausencia de rango elastico yo por la
posible naturaleza aleatoria de la excitacion El algoritmo ha sido ensayado tanto bajo
cargas cuasiestaticas como ssmicas mostrando efectos del acoplamiento nolineal entre
las diferentes direcciones Las predicciones son buenas tanto cuando las deformaciones
		 FJ Mont	ans Leal y RI Borja
son pequenas como cuando son relativamente grandes debido a que el comportamiento es
realmente nolineal y por lo tanto las propiedades del material varan en funcion del tensor
de deformaciones en cada instante Esto no es posible en programas lineales equivalentes por
lo que las predicciones de los mismos son unicamente buenas en ciertos rangos de frecuencia
No obstante el modelo necesita ser vericado en analisis mas complejos de interaccion
terrenoestructura en los que se presenten fenomenos de interferencia y refraccion Ademas
es un modelo de caracter desviador por lo no es afectado por el valor de primer invariante
de tensiones Esto implica la imposibilidad de predecir incrementos de presion efectiva y la
aparicion del fenomeno de licuefaccion Se esta realizando actualmente la adaptacion del
modelo para poder predecir tales efectos
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Calculo del parametro k
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Partiendo de la misma ecuacion que para el calculo de k y tomando su derivada 	tem
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Calculo de 	k	
De la ecuacion anterior es inmediato deducir el siguiente tensor de segundo orden
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Por simplicidad se hace la demostracion para el caso de supercie lmite ja esto es
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Puesto que ambos numeradores coinciden en que   k
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 por ser numeros
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 debido a la convexidad de la
suercie lmite ambas condiciones son equivalentes
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